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Динамикалық жүйелер. Негiзгi ұғымдар. Фазалық кеңiстiк, фазалық тра-
екториялар

Жүйенiң күйi (физикада, химияда, биологияда және т.б.) t уақыты бойынша өзге-
ретiн айнымалылармен сипатталсын. Уақыт бойынша өзгеретiн келесi айнымалылар-
мен сипатталған жүйенi қарастырайық. Функция ретiнде қарастырылған айнымала-
лардың өзгеру жылдамдығы осы шамалардың уақыт бойынша туындысы және осы
айнымалылар функциялары өзгеру жылдамдығына әсер ететiн параметрлермен бiрге
дифференциалдық теңдеулерге әкеледi.

Динамикалық жүйе - қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесi:
ẋ1 = f1(x1, x2, ..., xn),

ẋ2 = f2(x1, x2, ..., xn),

..............................

ẋn = fn(x1, x2, ..., xn),

(1)

мұндағы ẋ1 =
dx1

dt , ẋ2 =
dx2

dt , ..., ẋn = dxn

dt .
Тұрақты уақыт үшiн x1(t), x2(t), ..., xn(t) айнымалыларын n-өлшемдi кеңiстiк нүк-

тесiнiң координаталары ретiнде (фазалық кеңiстiк деп аталатын) қарастыра аламыз.
t айнымалысының өзгеруiмен (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) нүктесi фазалық кеңiстiкте белгiлi
бiр қисық сызықты - фазалық траекторияны сипаттайды.

Векторлық түрде (1.1) жүйесi келесi түрде жазылады:

ẋ = f(x1, x2, ..., xn). (2)

Мұндағы ẋ = (ẋ1, ẋ2, ..., ẋn), f = (f1, f2, ..., fn). Осы жүйенiң шешiмi

x = ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ...ϕn(t))

арқылы белгiленедi. Жүйенiң оң жақ бөлiктерi (x1, x2, ..., xn) бойынша бiрiншi реттi
үзiлiссiз туындылары бар деп болжанады.

Дифференциалдық теңдеулер теориясы бойынша кез келген t = t0 және

M0(x01, x02, ...x0n)

үшiн (1.1) жүйесiнiң жалғыз шешiмi бар және ол t = t0 уақытында M0 нүктесiнен
өтедi. ẋ = x теңдеуiн (бiрiншi реттi жүйе) және оның x = Cet жалпы шешiмiн қа-
растырайық. 1.2-суретте осы теңдеудiң интегралдық қисықтары көрсетiлген. Фазалық
траекториялар интегралдық қисықтардың t = 0 түзуiне проекциясы болып табылады
(1.3-сурет).

Сонымен, интегралдық қисықтар жүйенiң шешiмдерi туралы толық ақпарат бередi,
ал фазалық траекториялар кем ақпарат бередi. 1.2-суретте көрсетiлгендей, x-тың өз-
геру жылдамдығы t-артқан сайын артады. Дегенмен, фазалық траекторияларды инте-
гралды қисықтарды бiлмей зерттеу оңайырақ. Интегралдық қисықтарды алу үшiн диф-
ференциалдық теңдеулер жүйесiн шешуге тура келедi. Егер жүйе үшiн шешiм алынса
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1.2-сурет

1.3-сурет

да оның қасиеттерiн зерттеу күрделi мәселе болып табылады. Фазалық траекторияның
келесi қасиеттерiн қарастырайық:

1–қасиет. Егер x = ϕ(t) – (1.2) жүйесiнiң шешiмi болса, онда кез-келген нақты C
саны үшiн, x = ϕ(t+ C) (1.2) жүйесiнiң шешiмi болады.

2–қасиет. Жүйесiнiң екi фазалық траекториясының ортақ нүктелерi болмайды
немесе беттеседi. Сонымен, (1.2) жүйесiнiң фазалық кеңiстiгi қиылыспайтын фазалық
траекториялардан тұрады, яғни, нүкте арқылы жалғыз фазалық траектория өтедi.

Анықтама: a = (a1, a2, ...an) нүктесi (2) жүйесiнiң тепе-теңдiк күйi деп аталады,
егер f(a) = 0. Басқаша айтқанда, a – келесi жүйенiң f(x) = 0 шешiмi болып табылады.
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Мысалы

{
ẋ = y,

ẏ = −x

жүйесi үшiн жалғыз (0;0) нүктесi тепе-теңдiк күй нүктесi болса, ал келесi нүктелер:

(1;1), (2;2), (0;2/3) төмендегi жүйеге сәйкес үш түрлi тепе-теңдiк күй болып табылады.

{
ẋ = x(x− y),

ẏ = x2 − 3y + 2
.

3–қасиет. Егер (1.2) жүйесiiң тепе-теңдiк күйi a болса, онда x = a жүйенiң шешiмi
және x = a нүктесi оның фазалық траекториясы болып табылады.

4–қасиет. (1.2) жүйесiнiң әрбiр фазалық траекториясы:
- қиылысусыз тегiс қисық,
– жабық тегiс қисық,
– нүкте болуы мүмкiн.

1.4-суретiнде фазалық траектория болмайтын жағдайлар көрсетiлген. Себебi сол
жақтағы суретте траектория өздiгiнен қиылысқан, оң жақтағы суретте қисық тегiс
емес. (1.2) Жүйенiң x0 = (x01, x02, ..x0n) нүктеден өтетiн шешiмi x = x(t, x0), (x0 =
x(0, x) арқылы белгiленедi. 5–қасиет. x(t1 + t2, x0) = x(t2, x(t1, x0), яғни қозғалыс фа-

1.4-сурет

залық траектория бойынша x0 нүктесiнен басталса және t-дан t1 + t2 - ге жылжыса,
x(t1, x0) нүктесiнен бастап t2 жылжығандай болады.

Динамикалық жүйенiң қасиеттерiн шешiмдерсiз зерттеудi дифференциалдық тең-
деулердiң сапалы теориясы қарастырады. Динамикалық жүйенi зерттеу динамикалық
жүйенiң фазалық портретiн немесе жеке траектория қасиеттерiн зерттеуге әкеледi.
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0.0.1 Бiр өлшемдi сызықты жүйелер. Бiр өлшемдi жүйелердiң
тепе-теңдiк күйiнiң тұрақтылығы

Бiр өлшемдi жүйе қарастырылсын:

ẋ = f(x), (3)

мұндағы x ∈ R1, f(x) - сандық функция. Фазалық кеңiстiк - түзу сызық. Егер қандай
да бiр интервалда f(x) > 0 болса, ẋ > 0, уақыт өте келе x координатасы өседi және
сурет нүктесi фазалық түзу бойымен оңға жылжиды, егер ẋ < 0 яғни f(x) < 0 болған
жағдайда нүкте солға жылжиды. Егер f(x) = 0 болса, x – тепе-теңдiк күй болады.
Мысал. Келесi теңдеудiң фазалық портретiн бейнелеу есебi.

ẋ = x(x− 1)(x+ 2)3(x− 3)2

Тепе-теңдiк күй нүктелерiн анықтаймыз және теңдеудiң оң жағының таңбасын анықтау
үшiн интервалдар әдiсiн қолданамыз (1.5-сурет).

1.5-сурет

1.6-сурет

Осы суреттен
lim
x→∞

x(t, x0) = 0

орындалатын "0"нүктесiнiң маңайы табылатыны көрiнедi, яғни x = 0, нүктесiнiң қасы-
нан басталған қозғалыс уақыт өткеннен кейiн тепе-теңдiк күйiне ұмтылады. Бұл тепе-
теңдiк күй асимптота бойынша тұрақты деп аталады. x = −2, x = 1, x = 3 тепе-теңдiк
күйлерi тұрақсыз деп аталады.

Тұрақты тепе-теңдiк күй келесiдей анықталуы мүмкiн: егер тепе-теңдiк жағдайы-
нан аз ауытқу кезiнде жүйе ерекше нүктеден алысқа кетпесе, онда осы жалғыз нүкте
жүйенiң тұрақты режимiне сәйкес келетiн тұрақты тепе-теңдiк күйi болады.
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dx/dt = f(x) теңдеуiнiң тепе-теңдiк күйiнiң тұрақтылығының қатаң математикалық
анықтамасы келесiдей: тепе-теңдiк күй Ляпунов бойынша тұрақты, егер қандай да кi-
шi ϵ тұрақтысы үшiн t0 < t < +∞ аралығында |x(t) − x̄| < ϵ үшiн келесi теңсiздiк
орындалатын

|x(t0)− x̄| < δ (4)

δ тұрақтысын табуға болатын болса.
Басқаша айтқанда, тұрақты тепе-теңдiк жағдайында келесi мәлiмдеме дұрыс: егер

бiр t0 уақытта тепе-теңдiк күйiнен ауытқу аз болса (|x(t0)− x̄| < δ ), онда кез-келген ке-
лесi t > t0 уақыты үшiн жүйенiң тепе-теңдiк күйiнен шығуының ауытқуы да аз болады:
|x(t)− x̄| < ϵ.

Сонымен, стационарлық күй тұрақты деп аталады, егер шағын ауытқулар жүйенi
стационарлық күй маңайынан тым алыстатпаса.

Стационарлық күй асимптота бойынша тұрақты деп аталады, егер аз ауытқулар
уақыт бойынша өшетiн болса. Егер аз ауытқулар уақыт өте келе күшейетiн болса,
стацинарлық күй тұрақсыз деп аталады.

Сұрақтар:
1. Динамикалық жүйенiң анықтамасын берiңiз, мысалдар келтiрiңiз.

2. Динамикалық жүйенiң қалыптасу нүктесi дегенiмiз не?

3. Фазалық траекторияның не екенiн түсiндiрiп, фазалық траекторияның негiзгi қа-
сиеттерiн атаңыз.

4. Бiр өлшемдi жүйелердiң тепе-теңдiк жағдайының тұрақтылығын түсiндiрiңiз.

5. Динамикалық жүйелердiң асимптоталық тұрақты тепе-теңдiк күйi дегенiмiз не?

6. Ляпунов бойынша тұрақтылықты анықтаңыз.
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